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TEMA S
INTEGRALES INDEFINIDAS

CALCULO DE PRIMITIVAS

5.1 — Introduccion

En el tema 3 y 4 se abordd el problema de Dada una funcion f encontrar su derivada f* lo
que constituye el céalculo diferencial. En este capitulo se inicia el estudio del célculo integral, es
decir, se trabajara con integrales.

Todas las operaciones en matematica tienen su inversa. Por ejemplo, de la suma es la resta,
de la multiplicacién es la division, etc. Toda operacion que se realice debe poder deshacerse, esto
es Util en laresolucion de ecuaciones. Dada una funcidn, puede considerarse que la misma proviene
de derivar otra funcién, a la que se denomina primitiva o antiderivada de aquella. Es de especial

interés abordar el problema de Dada una funcién f encontrar su primitiva o antiderivada F.

En este capitulo se considera la integral Gnicamente como la operacion inversa de la
derivada, o sea como la antiderivada o calculo de la primitiva (enfoque del siglo XVIII). Fue
Cauchy (1789 - 1857) quien recupero0 el sentido geométrico original de la integral como area y su
relacién con la primitiva. Este enfoque se abordara y ampliara (calculo de volimenes, longitudes

de arcos, areas y volimenes de solidos de revolucion) en el capitulo siguiente.
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Es importante poseer un excelente desempefio en la determinacion de integrales
indefinidas, para lo que es imprescindible memorizar las antiderivadas mas corrientes y conocer

algunos de los procedimientos mas comunes y técnicas sencillas de integracion.
5.2 — Integral indefinida. Definicion de antiderivada o primitiva

Leibniz utiliz6 el simbolo para indicar la operacién antiderivada respecto de la
variable x. La operacion de encontrar la primitiva de una funcion f se denota como [ f(x)dx, y se

lee “integral indefinida de f(x) respecto de x”. La funcion f(x) se denomina integrando.

Definicion:

F(x) es una primitiva o antiderivada de la funcién f(x), si para todo x del dominio de f(x),
se verifica que F"(x) = f(x).

Simbdlicamente: [ f(x)dx = F(x) © F'(x) = f(x) Vx € Dom f(x)

Notese que F es “una” primitiva de f, en vez de “la” primitiva. Para entenderlo se obtiene, por

ejemplo, la derivada de las siguientes funciones:

Dy=x*->y"=2x Cualquiera de las tres funciones tiene por
Dy=x2+2-y =2x derivada la misma funcion

y=x>-3->y"=2x
Por lo que al determinar una primitiva para la funcion y = 2x , se puede pensar en cualquier

funcion de la forma: y = x% + C, siendo C una constante real.

y
4
y=x*+2
3
y = x*
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Las funciones graficadas son antiderivadas o primitivas de la funcion dada, siendo sélo una
muestra pequefa de las infinitas posibilidades. Se observa que estas funciones a pesar de ser
diferentes, difieren en una constante. Por ello se dice que constituyen una familia de funciones. En
la Figura 1 se muestran funciones de la familiay = x? + €. Unafuncion particular de una familia

se obtiene dandole un valor a la constante.

5.3 - Teorema fundamental de integrales indefinidas

H) Si f(x) y g(x) son dos funciones definidas en el intervalo I, tales que: f'(x) = g'(x) para
todo valor x perteneciente al intervalo 1.
T) Entonces existe una constante C tal que:

fx)=gx)+C vx €1

*Notese que el requisito f'(x) = g'(x) supone que ambas funciones son primitivas de una
misma funcién.

Demostracion:

Sea h(x) una funcion definida en | mediante: —  h(x) =f(x) —g(x) paratoda x €1
Derivando la funcion: - W) =f'(x)—g®)

Por hipotesis: f'(x) = g'(x) por lo que: - h'x)=f'x) —g'x)=0 vx €1l

Se sabe que la derivada nula corresponde a

funciones constantes, entonces: - sih(®=0 =hx)=C vx €l

Reemplazando en la definicién de h(x) se tiene: — h(x) = f(x) —g(x) =C

Por lo que: - fx) =g(x)+C vx €1l

La operacion de resolver [ f(x)dx se denomina integracién y da como resultado una familia de

funciones de la forma F(x) + C donde C se denomina constante de integracion.

Propiedades de la integral indefinida:

Esta nueva operacion cumple con la propiedad de linealidad, al igual que lo hace la operacion de

derivar, por lo que cumple que:

e [kf(x)dx=k [f(x)dx donde k esuna constante.

o Sif(x) y g(x) estan definidas en el mismo intervalo I, entonces:
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[ireo 7 genax = [ r@ax T [ g@ax

5.4 —Reglas basicas de integracion

Al integrar se deben encontrar funciones primitivas cuya derivada sea la funcion
integrando. Por lo que a partir de las formulas de derivacion se pueden obtener formulas de

integracion.

De la simple observacion de la tabla de derivadas se puede formar la siguiente tabla de

integrales inmediatas.

. [dx=x+C . [kdx=kx+C
M+ . dx 1
. [x"dx = n # —1,nracional V. —=[=dx=In|x|+C
n+1 X X
V. faxdx=%+C a>0 VI. [senxdx=—cosx+C
VIl.  [cosx dx =senx +C VII.  [sec?xdx=tgx+C
1 1
IX.  [ozdx=arctgx+C X [p=sdx=arcsenx+C
XI. f—%xzdx=arccosx+6 XlIl.  [shxdx=chx+C
XIl. fchxdx=shx+C XIV. [——dx=argthx+C

5.5 — Integracion inmediata

Con lo expuesto anteriormente se puede resolver integrales aplicando las reglas basicas de

integracion.

Ejemplo 1: Calcular jxsdx.

6
. . - . X
Si se observa la regla I11 de integracion, se puede afirmar que: IXSdX = €+ C.

e Siempre es conveniente realizar la comprobacion del resultado de aplicar integracion

utilizando el concepto de antiderivada. Para eso se deriva el resultado obtenido y debe

6
a X icl=xs
dx{ 6

obtenerse la funcion integrando.
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Ejemplo 2: Calcular Jﬁdx.

La integral dada debe ser reformulada expresando el radical como potencia para adecuarla a la

tabla de integrales inmediatas: J'&dx = jxl’zdx :

. ] 2
Ahora, utilizando la regla 111 se obtiene: J‘x&dx = J.x”zdx = §x3’2 +C.

Ejemplo 3: Calcular Jx‘ldx.

Laregla Il no es posible utilizarla en este caso pues el exponente esn = —1. Se expresa la funcion

integrando de otro modo: J‘x*ldx = I)l(dx

- . _ 1
Esta nueva expresion de la integral responde a la regla IV, luego: Ix dx = dex =Inx+C.

1
Ejemplo 4: Calcular | ——dx.
jemp .=
Esta integral no se encuentra en la tabla, pero es evidente que: —dx In(x - 2)+C .
X j—

e . S 1
Se puede verificar este resultado derivando (operacion inversa): :X(In(x ~-2)+C)= <_ 2"

Este ejemplo es parte de una regla general, que se puede sumar a las anteriormente detalladas.

f'(x)
Regla XV: dx =Inf(x)+C
g 0 f@)
Ejemplo 5: Calcular J‘seznxdx_
Teniendo en cuenta que: J.ﬂdx j;senxdx,

para obtener el resultado final, se aplica la primera propiedad de linealidad e se integra:

ﬂdx I—senxdx— fJ‘senxdx— ;(—cosx+C).

El resultado de esta integral (como el de muchas otras) genera constantes innecesarias debido a la

propiedad distributiva que presenta el producto con la suma:

J‘wdx_— cosx+C):—;cosx+;C.
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N - C :
Como C es una constante arbitraria se la puede utilizar en lugar de > quedando finalmente:

jﬂdx: —lcosx+C
2 2

Ejemplo 6: Calcular I(x +2x% —sen(x)+ ~/5x)dx

Para resolver esta integral se utiliza la propiedad de linealidad:

j(x+2x‘°’ —s,en(x)Jr\/Bix)dx:J‘xdx+2J‘x3 dx—J‘senxdx+£J‘\&dx,

y luego las reglas basicas de integracion:

2 4
I(x+2x3 —sen(x)+x/57x)dx:X2+X2+cosx+%fxm+c.

5.6 — Integracion por sustitucion

Este método se utiliza para integrar funciones compuestas. Consiste en efectuar un cambio
de variable, para transformar la integral en otra mas sencilla o bien inmediata.

Para ello se tiene en cuenta la regla de la cadena aplicada para obtener la derivada de una funcién
compuesta:

d[F(gGo)] _ .
4 - f(g(x) g’ (x)

y con el concepto de primitiva se obtiene la siguiente regla:
[ 1000 g ax=F(ge)+C

Haciendo la sustitucion g(x) = t, entonces se puede expresar: d[g(x)] = dt = g'(x) dx.

Reemplazando:
[rlee) g ax= [ s ac

Cuya Ultima integral es mas sencilla de resolver que la original. Se requiere, una vez

obtenido el resultado en funcion de la nueva variable volver atras con la sustitucion aplicada.

ff(t) dt=F@t)+C=F(g(x))+C

Nota: La integral expresada en términos de la variable t por la sustitucion no debe contener ninguna

expresion en términos de la variable x.
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Ejemplo 1: Calculaersen(Bx)dx.

Identificacidn de las funciones Planteo de la

. . . Deshacer la
involucradas. nueva integral | Integracion S
. sustitucién
Planteo de la nueva variable. a resolver
( f(g(x)) = sen3x ) | :
[ 3 sen(3x) dx = t=g(x) = 3x = [sentdt = cost+C = cos(3x) +C
\dt=g'(x)dx = 3dx), : |

Podemos verificar el resultado obtenido, derivando el resultado

(;jx(— cos(3x)+C) = —(—sen3x)3=3sen(3x)

En muchos casos la funcion derivada no se encuentra en el integrando ya sea porque es una
constante o porque estd incompleta. En estos casos es conveniente utilizar una propiedad del

algebra que expresa “Si se multiplica y divide una expresion por un mismo ndmero la misma no

se altera”
Ejemplo 2: Calcularj L dx
2X+5
( 1
Fa) = o= 1 1de 101 1
En este caso: =f dx=f——=—f—dt=—ln(t)+c
t=g9g(x) = 2x+5 2x +5 t2 2J)t 2

kdt =g (x)dx = de}

Convirtiendo a la variable anterior:

1 1
f2x+5dx—§ln(2x+5)+6

La integral puede, también, arreglarse para resolverla de forma inmediata. Teniendo en cuenta la

regla XV se esta en condiciones de decir que:

I—E—dx 1122 go=Linexss)+c
2X+5 2

ZE.,£+5 \'
y

u du
: . X
Ejemplo 3: Calcular J.e dx

Las funciones involucradas son: f(g(x)) =e’*, g(x) = 7x; g’(x) = 7 funcién constante.

Aplicando la propiedad algebraica enunciada anteriormente,

J'e” dx=%_|'7e7X dx =e;x

+C
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Ejemplo 4: Calcular [ sen3x cosx dx
Tomando en cuenta la funcion compuesta se define la nueva variable para la sustitucion:
t =senx - dt =cosx dx
Reemplazando en la integral, resolviendo aplicando la Regla Ill y volviendo atrds con la

sustitucion:

5 5 t* sen*x
fsenxcosxdx= tdt=Z+C= 2 +C

Este ejemplo es parte de una regla general, que se puede sumar a las anteriormente detalladas.

fn+1(x)

Regla XVI: ff”(x)f'(x) dx =—-3

+ C  n: constante real distinta de (-1)

Este resultado se puede verificar teniendo en cuenta la definicion de primitiva:

D lfn+1(x)

T c] = 1@ f @)

5.7 — Integracidn por partes

Este método es una técnica importante de integracion y puede aplicarse a una amplia variedad de
funciones. Es particularmente util para integrar producto o cocientes de funciones algebraicas o

trascendentes que no respondan a las formas estudiadas anteriormente.

Siu=u(x)yv=v(x)son dos funciones derivables, tenemos que: ju dv=uv- jvdu

Demostracion:

De la regla de derivacion de un producto de funciones obtenemos:
d(uv) du dv
= V+U——
dx  dx dx

Se multiplican ambos miembros, de la expresion anterior, por dx y resulta:

d(uv)=duv +udv

Se integran ambos miembros respecto de x
jd(uv): Ivdu+Iudv

Teniendo en cuenta que la integral es la antiderivada:

uv:Ivdu+Judv
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y despejando el segundo término del segundo miembro se obtiene:
Iudv:uv—jvdu

Notas:

e Laexpresion [u dv debe corresponderse con el total de la integral a resolver.

e El dv de la expresion debe contener siempre al dx.

e Haciendo una eleccion apropiada de u y dv, la formula anterior expresa la integral a
resolver en términos de otra integral que puede resultar mas facil de integrar. Si la nueva
integral fuera mas complicada que la integral dada, probablemente la seleccién hecha no
ha sido la mas adecuada.

e Cuando el integrando es un producto de dos funciones, tomar como dv la porcion mas
complicada del integrando que se ajuste a una regla basica de integracion. Sino tomar como
u la porcion del integrando cuya derivada simplifica la expresion.

e Este método es aplicable a integrales de funciones trascendentes con derivada algebraica.

Ejemplo 1: CalcularIInxdx

Siseelige u = Inx, dv = dx y se efectlan las operaciones de derivacién e integracién como se

indica a continuacion,

diferenciando

se puede aplicar la formula de integracion por partes Iu dv=uv-— Ivdu

jlnxdx:lnxx—J.x1dx:|nxx—.|.dx:lnx.x—x =x(Inx-1)+C
X

Ejemplo 2: Calcular Iarctg(x).dx

Consideremos

diferenciando

dx

aplicamos la formula de integracién por partes: J.arctg X dx=arctgxx — J. X 5
1+x
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Para evaluar la Gltima integral, vemos que en el denominador estal+ x? y en el numerador x dx o

sea en este Ultimo falta un 2 para que sea la diferencial de 1+ x? o sea:

J~x.dx 1J- 1

2l

1
S/t o d(@l+x?) ==In(1+ x?
1+x% 2 ( ) 2 ( )

luego | = x.arctg(x)-%ln(1+ x2)+C

5.8 — Integracion de potencias de algunas funciones trigonometricas

Este tipo de integrales se resuelven usando las identidades indicadas en la tabla siguiente

Potencias pares Potencias Impares
1-— 2x\"
jsenznx dx = f (%) dx fsenznﬂx dx = j(l — cos?x)™ - sen x dx
n
fcosznx dx = f <Hc2ﬂ> dx f cos®™tlxdx = f(l — sen?x)™ - cos x dx
Ejemplo 1:
Jsen Zxdx:j—l_coszx dx:l x— Sen2x +C
2 2 2
Ejemplo 2:
2
Isen4xdx=j(1_coszxj dx =E.|.(1—20052x+cos2 2x)dx: Lgogsen2x 1, Leenax
2 4 4 2 '8 '8

Isen4xdx=§x—lsen 2x+isen4x+C
8 4 32

5.9 — Integracion de funciones racionales

En esta seccion se estudia un procedimiento para descomponer una funcién racional en
funciones mas simples del tipo de fracciones simples, a las cuales es posible aplicar las formulas
de integracion basicas. Se conoce este método como el método de las fracciones simples. Esta

técnica fue introducida por John Bernoulli, matematico suizo (1667-1784).

La integracion de una funcién racional, después de separar la parte entera si es que es

impropia, se reduce a la integracién de una fraccion racional propia M Donde P(x) y Q(x) son

Q(x)

polinomios enteros y el grado de P(x) es menor que el grado del polinomio Q(x).

10
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Si Q(x) tiene raices reales distintas g, .....,/ y «,......., A son nimeros naturales (grado de
multiplicidad de las raices), la fraccion ggxg podré descomponerse en fracciones simples:
X
A L
P(X)E A, A A bbb

QU “x-a” fx-a) ey Xl (T )

Para calcular los coeficientes indeterminados Az , Az, ...,L,. ambas partes de la identidad
anterior se reducen a la forma entera y, después, se igualan los coeficientes de cada una de las
potencias iguales de la variable x (Método de los Coeficientes Indeterminados). También se
pueden calcular estos coeficientes dando valores a x debidamente elegidos, esta sera la forma en

que se trabajaréa a continuacion.

Notese que se presentan dos situaciones diferentes dentro del mismo tema: una cuando las
raices del polinomio denominador tienen grado de multiplicidad 1 (raices reales y distintas)
donde los denominadores apareceran elevados a la unidad y la otra cuando el grado de
multiplicidad de las mismas es mayor a 1 (raices reales multiples) en cuyo caso los
denominadores apareceran en potencias iguales y decrecientes a los grados de multiplicidad.

2x34x2-7x+7

Ejemplo1: [———dx

x2+x—2
- : N(x) 2x*+x*—7x+7
Se toma una funcion racional f(x) = ( )= 5
D(x) X2+ X—2
Dividiendo se expresa este cociente como suma de una parte entera y una fraccion racional

propia
N(X):Zx—l ~2x+5
D(x) X2 +X—2

Ahora se procede a descomponer la expresion racional propia en fracciones simples, para

ello se necesita conocer las raices del polinomio del denominador
DX)=x2+x-2=0 x=1, x=-2
Conociendo estas raices (raices reales con grado de multiplicidad 1), se construyen las
fracciones racionales simples correspondientes

-2x+5 __ A _ B
X2 +Xx—-2 X-1 X+2

Para determinar los coeficientes A y B se reducen ambas partes a la forma entera sacando

comun denominador en el segundo miembro

11
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—2x+5 A B Ax+2)+B(x-1) A(x+2)+B(x-1)

X rx—2  x-1 x+2 (x—1)(x+2) X2+ x—2

Observando el primer y daltimo miembro de la expresion anterior se ve que los

denominadores son iguales por lo que igualamos los numeradores
—2x+5=A(x-1)+B(x+2)

Tomando valores para x que faciliten los célculos, estos son las raices del polinomio
denominador, x =1, x =-2. Se reemplaza en la igualdad anterior determinando asi los valores
de AyB.

Para calcular A se hace x =1

-2(1)+5=A((1)-1)+B((1)+2)
3=3B
B=1
Para calcular B se hace x = -2
~2(-2)+5=A((-2)-1)+B((-2)+2)
9=-3A
A=-3

De esta manera se completa el trabajo de descomposicion en fracciones simples

—-2X+5 -3 1
2 - +
X“+Xx—-2 x-1 x+2

La funcion racional queda expresada en una parte entera 2x-1 mas dos fracciones simples

con sus coeficientes determinados _—3+L
X—-1 X+2
3 2 _
N(x):2x +2x TX+7 o 1. ﬂ=2x—1+73+ 1
D(X) X" +X-2 X2 +Xx—2 x=-1 x+2

3 2
N(x)dX:J'ZX +XE=TXAT
D(x) X2 +X—2

HZX 1++jd IZX 1)1x+j dx+I 1 oax-
Xx-=1 Xx+2 x-1 X+2

Ahora se esta en condiciones de integrar J.

=x? —x—3|n\x—]4+ln\x+2\+C

12
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. 5x2+20x+6
Ejemplo 2: [ 5
N(x) 5x*+20x+6

Se tiene una funcién racional f(x) = 3 5
D(x) x®+2x%+x

, Se observa que el grado del polinomio

del numerador es menor que el grado del polinomio del denominador, lo que lleva a tener una
funcién racional propia. En este caso se limita el trabajo a la determinacion de las fracciones

simples.
Se buscan las raices del polinomio denominador
x® +2x% + x=0 x(x2+2x+1)=0 x=0, x=-1, x=-1

La raiz x=0 tiene grado de multiplicidad 1, la raiz x=-1 tiene grado de multiplicidad 2, por lo tanto

la descomposicion en fracciones simples de la funcién dada toma la forma

N(x) 5x*+20x+6 A B, B,
D(x) x*+2x*+x X x+1 (x+1f

Para determinar los valores de A, B1, B2 se procede de igual manera que en el Ejemplo 1, sacando

comun denominador en el ultimo miembro de la igualdad anterior

N(x) 5x*+20x+6 A B, . B _A(x+1)* + B, (x)(x+1)+ B,(x)

D(x) x*+2x®+x x x+1 (x+1f (x)x+12)°

Los denominadores son iguales, por lo que se trabaja con la igualdad de los numeradores

5x® + 20X +6=A(x+1)° + B,(x)(x +1)+ B,(x)

Para calcular A se hace x =0

5(0)* +20(0)+ 6= A(0+1)° + B,(0)0+1)+ B,(0)
6=A
Para calcular B se hace x = -1
5(-1)* +20(—1)+6=A(-1+1)* + B, (-1)-1+1)+ B,(-1)
—9=—B,
9=B,
Para calcular B se debe tomar cualquier valor real para la variable x, esto se debe a que la raiz

x=-1 tiene grado de multiplicidad 2 por lo que le corresponden dos coeficientes B>, B,

Eligiendo x=1 por considerar sencillos los calculos

13
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51)* +20(1)+6=A1+1)* +B,(1)1+1)+ B, (1)
31=4A+2B, +B,

Reemplazando los valores de A y B> encontrados anteriormente obteniendo asi el coeficiente
buscado

31=24+2B, +9

B, =-1
La funcién racional propia queda expresada como suma de tres fracciones simples con sus

coeficientes determinados

N(x) 5x*+20x+6 6 -1 9
D(x) x*+2x*+x x x+1 (x+1)
De donde integrando

j [ +20X+6dx: =J 6,71, 9 e J-ij Ildx+ de—
D(x X3+ 2x% + X X X+1 (x+1) x+1 (x +1)°

-1
@+C 6In|x|- In|x+1|-i+C

=6In|x|-In|x+1|+9
x+1

Nota: Es necesario hacer tantas sustituciones de x como coeficientes indeterminados existan.
En el final de esta seccion se analiza el trabajo que se realiza para transformar una funcién racional

propia con la caracteristica de tener el polinomio denominador factorizado.
5.10 — Integracion de algunas funciones irracionales

Este tipo de integrales se resuelve mediante sustituciones adecuadas a cada caso, se ven

algunos casos.

Caso 1: Ildx
(x-3

“3)/x-2

Para este tipo de denominador la sustitucion adecuada es: +/x —2 =t
Para reescribir la integral dada en funcién de la nueva variable t se parte de la sustitucion elegida
y se despeja X
X—2=t
X —2=t’
x=t?+2
Diferenciando la expresién de x se obtiene dx = 2t dt .

Reemplazando en la integral se obtiene

14
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1 2
2tdt= j dt
Iitz—l)t (t?2 -1)
La integral en funcion de t, luego de un pequefio trabajo algebraico, se transforma en una integral

inmediata.

1 2 2 1
2tdt= dt= dt=—2 dt=—2arctght +C
Ittz ~1)t I(tz 1) .'.(—1)11—t2 ) I{l—tz ) arernt

Teniendo en cuenta la sustitucion elegida se escribe el resultado en funcion de la variable original

X

1 1
dx:I 2tdt=—2arctght + C=-2arctgh-/x—-2 +C
J.(X—3)«/X—2 (t2 -1}t : o

Caso 2: Resuelva J-%/(x+1)2 dx

Si bien esta integral corresponde al tipo estudiado en este apartado, la forma de resolverla ya se

estudié anteriormente.

Nota: El resultado es g(i/x +1)5 +C

Caso 3: j\/az —x? dx donde a es un nimero real

En este caso la sustitucion adecuada es: x = a sen t, diferenciando se obtiene dx = a cos t dt .
Sustituyendo en la integral dada

I\mdx:j\/macostdt

Trabajando algebraicamente se obtiene una integral inmediata.

En primer lugar se saca factor comun a del radicando

j\/az —(asent)’ acostdt:J}/az‘l—(sent)2 ) acostdtzj’a\/‘l—(sent)2 ) acostdt=
:azj’x/(l—(sent)2 ) costdt:azj(cost)2 dt:azjcosztdt

La ultima integral es una integral trigonomeétrica cuyo resultado es:

2
a[H senZt}FC
2 2

Para finalizar se vuelve a la variable original, trabajo que demandara algunos conocimientos

previos de funciones trigonométricas

N . - X
La sustitucion usada x = a sen t, permite escribir t=arcsen— y recordando que:
a
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sen 2t =2 sentcost, se puede reescribir el resultado obtenido de la siguiente manera.

2 2 2
I :a—{u SGQZt}+C=%{t+w}+C:%[ﬁsent \/1—sen2t]+C=

Observacion: EI mismo trabajo se puede realizar con la sustitucion x = a cos t.
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