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GUIA DE EJERCICIOS TEMA 2

LIMITE FUNCIONAL Y CONTINUIDAD

Introduccion
Entender cdmo se comportan las funciones cuando se aproximan a ciertos valores es muy importante

para muchas aplicaciones reales. En este documento se trabajaran ejercicios referidos a los conceptos de limite

de una funcidn, continuidad de funciones y asintotas de las mismas.

Conceptos preliminares: Intervalo, entorno y conjunto de numeros
reales

Resolver las siguientes desigualdades, expresando los resultados como intervalo, conjunto y
entorno. Representar en la recta numérica. Recuerde que solo los intervalos con extremos
finitos y abiertos pueden expresarse como entorno.

a) |zx+5]=9 Se puede resolver simultdneamente
|2x +5[ <9 la doble desigualdad ya que el valor
—9<2x+5<9 absoluto tiene el simbolo de menor

0 menor igual. De lo contrario, debe
9_5<2x<9—5 9
resolverse en forma separada como

—4 <x< 4 <x<

T_X'_E - —-7<x<?2
Intervalo:A = [—7, 2]
Conjunto:A={x /x €ER; -7 <x <2}
Entorno: Al tratarse de un intervalo cerrado no puede expresarse como entorno. Sélo los
intervalos abiertos pueden expresarse como entornos.
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b) |4—x|>3
|4 — x| >3
—3>4—x 4 —x>3
—3—-4>—x —x >3-4

Al dividir ambos términos por el factor (-1), se invierte el orden de la desigualdad:

—7< <—1
1 X X 1
7<x x <1

Intervalo: B = (—oo, 1) U (7, )
Conjunto:B={x /x€R; x <16 x> 7}

Entorno: Al tratarse de un intervalo con radio infinito no puede expresarse como entorno.
Sélo los intervalos con extremos finitos y abiertos pueden expresarse asi.

® &
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Véase que cualquier valor de x puede encontrarse en un intervalo o en el
otro, pero no en ambos simultaneamente.

c) [3+3x|<6
13 +3x| <6
—-6<3+3x<6
—-6—3<3x<6-3
-9

3
— e 1
3<x<3—> 3I<x<

Intervalo:|C = (=3, 1)

Conjunto:|C ={x/x€ER; 3<x< 1}|

Entorno: Se determina el radio (8) del intervalo y el centro (a) a partir de él.
x,—x; 1—(-3)
6 = = = 2 —

2 2 |E;(—1) = E5(a)|
a=x1+8=x,—-6d=-34+2=1-2=-1
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5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 .
\_Y_) #k—Y—} Entorno no reducido
o) a o)
Ejercicios:
d |x—1]=9

e) |2 —=Xx
) N—xl<?2

g) 0<|3x—1|<3

h) 0<|—x+2[<2

1.2. Dados los siguientes entornos, expresarlos como intervalo, desigualdad y conjunto.
Representar en recta numérica.

a)  Eif2)
b) EY(5)
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Limites de funciones

El concepto de limite tiene que ver con la idea de acercarse lo mas posible a un valor determinado, el
cual puede o no ser finito.

El limite de una funcién se puede entender como el obtener a qué valor se va aproximando una
funcién f(x) cuando x tiende a un valor x; o too.

El valor al que se aproxima la funcion se lo denomina con la letra L, y puede o no ser finito.

Para determinar el limite de una funcion se debe tener en cuenta:
q a 6o .z
e En el caso de expresiones de la forma 5 (a: n2 real # 0) se calculan los limites laterales de la funcién
en el punto.

e Cuando al sustituir x se llegue a una expresion indeterminada se tendra que quitar previamente
dicha indeterminacién.

Algunas expresiones, cuyos valores no conocemos a priori, son llamadas indeterminaciones. Existen
ciertas reglas que nos permiten calcular su valor, debiendo realizar una serie de operaciones o calculos.

. . . . 0 oo . .
Las indeterminaciones pueden ser del tipo oo © % 0 % 00, 1%, 09, 000, En esta unidad trabajaremos

con las tres primeras.

. N .0 P . <
En las indeterminaciones del tipo o se debe distinguir el tipo de funcién:

L. , 0 , ,
e Limite indeterminado de la forma ° de funciones racionales.

La indeterminacién desaparece factorizando ambos polinomios y simplificando.
Ejemplo:
1—x 1-x O

- lim =—
x-1 x2—1 x—>1x2—1 0

1-—x —1i 1—x —1i —(x-1 — -1
nx?—1 ad A Dx—1 M+ Dx—1) rix+1)

L. , 0 , ,
e Limite indeterminado de la forma ° de funciones con radicales.

Si multiplicamos y dividimos la funcion por la expresién radical conjugada, se obtendra un caso como el
anterior para proceder de igual manera.
Ejemplo:

. Vx+5 . Vx+5 0
lIim——-> lim—— = —
x—>4x2—5x+4 x—>4x2—5x+4 0

. (Vx+5-3) (Vx+5+3) i ((Vx+5)2—32)_ 1 B
*A(Z-5x+4) (Yxt5+3) *4 2-5x+4) (Vxi5+3)

o @ +5-9) 1 RN Gl 1
im . = lim : =
x4 (x? —5x +4) (Vx+5+3) x4(x*-5x+4) (Vx+5+3)
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x—4 1 1
;lcl—rg(x—l)(x—ll) (Vx+5+3) x—rg(X—l)-(\/x+5+3)_

r . . . 09} 0 .
Limite indeterminado de la forma = de funciones racionales

Desaparece dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia de la variable. En
este caso, el limite seria equivalente al limite de la funcidon que nos quedaria tomando los términos
del mayor grado en numerador y denominador.

i 2x% —x " 2x% —x o0
im———->lim———=
xs0x3+3x—1 x-o0x3+4+3x—1 oo

2x%—x 2x% x 2 1
x3 . x3  x3 . x__ x?
i =l 22
x—o00 X3+3x=1  yS00X 3x 1 X0 1 4 3_1
3 x3 ' x3  x3 x2  x3

EJERCICIO 1: Calcular los siguientes limites de funciones

. ve x—3
1.1. lim—— 1.2. im——
x-lalx+1—-1 il_rgxz_4x+3
x2—x—12 x—9
1.3. im— " 1.4. lim
chl_rﬁ x—4 x9/x — 3
4—+x+3 _ V3—-+Vx+3
1.5. im ——— 1.6. llm
x>-2 x4+2 x—0 x
1 1 4x
1.7. x+4 4 1.8. lim
lm= x50 4x +/16x2 + X
— —_ 2 _
19 (dx—2)(x—3)(x+1) 110, Lim 2x*—8x+8
x—00 2x3+x—1 x—2 2x — 4
2—x
1.11. lim(Vx+2—-+Vx—1) 1.12.  lim <x2 —3x+2- )
X—00 x—-2 x2 —4
2 _
1.13. [im X 1

x—>1x3+2x2—x—2
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Limites laterales

De manera informal, podemos decir que los limites laterales son aquellos valores a los cuales
se aproxima la funcién f(x) cuando la variable x se acerca o tiende por la derecha o por la
izquierda al punto x,.

Distintas situaciones pueden presentarse con limites laterales en un punto: pueden existir y
ser diferentes, ser iguales, no existir por un lado o por los dos lados. Si los limites laterales son
diferentes, entonces el limite no existe.

EJERCICIO 2: Para cada grdfica de funcion, evaluar los limites laterales que se piden y completar la
informacion sobre la funcion:

2.1
y lim f(x)= lim f(x) =
4 X—>—00 x—-1+
lim fO=  lim fGo =
3 x——1 x—1
| Jim, f@ = lim £ =
11 Jim f(x) = Lim f(x) =
0 X . _ _
4 3 2 1 o1 2 3 a | apfO= JED=
lim f(x) = f(0) =
0 Dominio:
}Ci_r,r(l) fG) = Imagen:

2.2
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51Y Jm fG) = lim f(x) =
4 . _ . _
Jm = im0
3 J
lim f(x) = lim f(x) =
21 x—>=2 x—2
11 f(=2) = Dominio:
' X: ll_)rg flx) = Imagen:
5 = -1 o1 2 3 5 *
11
-2
-3

EJERCICIO 3: Calcular los siguientes limites, evaluando limites laterales.

Ejemplo:
1 . 1 1

lim — = im — = oo lim—2=oo
x-0" X x-0t x x>0 X

- 1 . "
La grdficade y = = cuando se acerca a x = 0 abraza al eje de las ordenadas positivas. Por

ello la funcidn se aleja al infinito cuando x tiende a 0.

1 .1 1

3.1 lim — lim — = lim— =
x>0~ X x-0t X x>0 X
x| x| |

3.2 lim — lim — = lim— =
x-=0" X x>0t Xx x-0 X

Infinitésimos Equivalentes
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Q. . 0n 40 g g g ,  a .
Dos infinitésimos en x,, denominados a y 8 son equivalentes si la razén 3 tiende a 1 cuando
o . o a
x tiende a x, es decir, lim - = 1.
X—Xq
Ejemplos:
1) 1 senx senx 1 sen x 1 L ]
im = lim -— = lim im— =100 =[o0]
x-0 x3 x-0 X X2 x-0 X = x-0Xx2
2) 1 cos x . cosx i senx 1 I senx |1
im——= lim—— 5 = lim == lim =|=
x>02x cotg x  x-0 2 x 25X xS0 2x 2 x50 X 2

senx

EJERCICIO 4: Sabiendo que las funciones x, sen x y tg x son infinitésimos equivalentes cuando
x — 0, calcular los siguientes limites.

~ sen’x . 3 _ x?
4.1 lim 4.2 lim 43 lim ———
x=0 X x-0Sen x x-01 — cosx
sen® x . t sen 2x
4.5 lim 4.6 i
4.4 }CILT(I) 3 t-0 gon % xl_I}(l) 3x
 sen(x—2)  1—cos?*x . tgix
4.7 llmz— 48 lim——— 49 lim
x-2 x%2—4 x-0  4x3 x—-0 X senzx
cosx-tgx tg x tg x-senx
410 lim —g 411 lim g— 412 limg—
x—0 x2 x—0 x2 x—0 X
. X x+tgx tg 2x
413 lim——— im ———— im ———
x-01 — cos 3x 4.14 alclir(% sen x 415 }cl—% sen2x —1

Continuidad de funciones
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De manera informal, podemos intuir que una funcién es continua en un intervalo si una
grafica de la misma esta constituida por un trazo continuo, es decir un trazo que no tiene
"hoyos" ni "saltos".

Al estudiar una funcién resulta de interés detectar aquellos valores de la variable
independiente que representan una discontinuidad en f(x). En estos puntos, se puede
determinar la continuidad verificando si se cumplen las siguientes condiciones:

a) La funcidn esta definida en x, es decir, existe f(x,).
b) Existe limite L de f(x) en x,.

c) Ambos valores son iguales, esto es L = f(x,).

Ejemplo:

x—1
IO ==

Se encuentran los puntos de discontinuidad, determinando los valores de x para los cuales se
anula el denominador.

a=1
= -2
x2+x—-2=0{b=1 - x; -1 — Puntos de discontinuidad
c=-2 L

Se procede a analizar cada punto a través del andlisis de los limites laterales.

x=-2

i x—1 I x—1 ~ i 1
x—}znz-xz+x—2_x—}£n2-(x+2)(x—1)_x—gnz—x+2_ _ +
L™ #L
I x—1 I x—1 I 1
_— = = =00
x—}£n2+x2+x—2 x—}£n2+(x+2)(x—1) x—}£n2+x+2
f(x) es discontinua no evitable en x = —2
x=1
I x—1 _ x—1 _ 1 1
xg{l—x2+x—2_xg{l-(x+2)(x—1)_xg?—x+2_3 _ L1
- =Lt ==
_ x=1 . x—1 VRN S 3
Ao X2 +x —2 xob(x+2)(x—1) xottx+2 3

f(x) es discontinua evitableen x = 1

Como presenta discontinuidad evitable, puede redefinirse la funcion.
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55 f(x) = x o 56 f(x) = xz x3

x2—x

Asintotas de una funcion

Dada una funcioén f(x):

“x = a es asintota vertical de f(x) si |lim f(x) = oo|”.
xX—-a

“y = k-x+ b es asintota oblicua de f(x)si |k = lim — i) y|b=1lm(f(x)—k-x)[".
X—00

xX—oo X

“Si al intentar obtener la asintota oblicua resulta entonces la asintota es horizontal. Ya

que y = b es asintota horizontal de f(x)si|b = lim f(x){”
X—00

Ejemplo:
x?2 -1
Y= x+2
Asintota vertical:
x? — -1
alcl—rg x+2 oo_)xllmz x+2

- por lo tanto Asintota vertical de f(x)

Asintota oblicua:

x%-1 2 _ 14 x2 1 1
X2 — x*_ 2 _ 2
k = lim 2% = lim —hmx2 X2 _ ) x22=1
x—00 X x—>oox2-|—2x x—>oox +2x x>0 1 4 =
x2 x2 x
o [(x? -1 Cox?2—-1-—x%*-2x  —-1-2x
b = lim —1-x]=Ilim =lim ——=
x>0 \ X + 2 X—0 x+ 2 x—-o0 X + 2
b=lm= 7 =lim—s =2
X X X

- por lo tanto Asintota oblicua de f(x)
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Los resultados se visualizan en la grdfica:

X=-2
4

2 0.2 4 6 8
-2
2

12 10 -8 -6 -4
-6

K
. -8
y=x-;/
0y -10
7/

EJERCICIO 6: Determinar la ecuacion de las asintotas (vertical, horizontal u oblicua) de las siguientes
funciones:

U
|
1
1
1
1
1
1
|
1
1
[
v
——
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1

X 2 X
6.1y—m 6.2y=§ 6.3}/—\/m
64y =vx2+1 65 y = 6.6 y = 10

x+2 x2—4



